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TAUPE 50 par Yves Moreau

fes exercices pages 28-29

Tangente Sup n° 21 Octobre 2003
n Soitf € E, g L’inégalité de Schwarz donne:
(Jl f 1 1

. fi(nde) < fo 1dr f . £(f) dt, ou encore I(f) = (B - o)’
Donc inf  I(f) existe dans R.
fEEEmﬁ

Soit g: [0, 1] - R
x—=P-owx+a
1

8EE, ety = Jo (B - a)’dr = (B - ).

Ainsi inf  I(f) = ( - o0)%.
fEEEaﬁ

Ona: Vx € [a, b] SO = met SO <M.
8(x) 8(x)

Donc Vx € [a, b] (f(x) = mg(x))(f(x) — Mg(x)) < 0 ou
Vx € [a, b] f2(x) + mMg?(x) < (m + M)f (x)g (x).
On integre:

b b

sz(x)dx+mMJ

a

b
£°(x) dx < (M + m) J J(0g(x) dx.

Les intégrales sont notées I, J, K.
[+mMT<M+m)K,donc (I -mMI)?+4mM 1] < M + m)> K?
donc 4mM1J < (M + m)*> K?ou

< M K2
4mM

fix— _ A est continue sur [1, +[.
x 41+ xP)

*f<0:
foo ~ —

X

donc I(a, P) existe si et seulement si o> 1.

e f=0:
f ~ L

e donc I(a, P) existe si et seulement si o> 1.
X

*f>0:
fx) ~ 1 donc I(a, P) existe si et seulement si o + > 1.
o0 xa+ﬁ

Ceci assure que si o = 1, I(1, ) existe si et seulement si > 0.
+o0 +o0

_ xP-1 _ du 1
‘v’ﬁ>0,I(1,ﬁ)—[l x—"‘(1+xﬁ) dx (L m)xg

Vﬁ>0,I(1,/5)=%[ln 1 ] _In2
1

2
1+u I}

—
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t— t-1 est continue sur 0, 1].
In ¢
lim £=1 —0;1im £=1 - 1 Ainsi I existe.
t-0 Int ;—>0 In ¢
> >

On travaille avec x dans [0, 1].

X

F(x)=j$dt=J t dz—J dr
0 In ¢ 0lnt 0lnt

On change de variable (u = 7*) dans la premiére intrégrale de droite :

X X

2
X

. 2 2
Foy=| du _ | do _ | dt g |, 1 g
0lnu 0 Int xlnt N tint

D’apres la formule de la moyenne, il vient:

2
36, € 1, x[ Fx) = ex(% =6, (In|In x*| —=In|In x]).
tint

Quand x — 1, 6_— 1 (encadrement).
x<1

Ainsi lim F(x) =In 2 donc I = In 2.

X1
x<1

On pose Vn € N* f(n) = nL

11 a + Vi)
Ve {nl

Vn € N*={1} f(n - 1) - f(n)

n -1

,-1:[1 (1 + Vi) 111 (1 + Vi)
donc Vn € N*~{1} f(n - 1) - f(n) =W4MV("-)’_\/;)=M”,
IT @+

i=1

Ainsi la nature de la série de terme général u, est celle de la suite (f(n)),..

On a: Vn € N* - In(f(n)) = iln (1 +%)
n

i=1

1 1 1
La série de terme général In (1 +7) diverge car In (1 +7) ~ 7; étant i termes positifs,
n n n

+00

il vient: lim - In(f(n)) = +o0 donc lim f(n) = 0.
n -+ n —+00

De plus Vn € N* Zuk= 1 -f(n).

k=1

Donc zun =1.

n=1
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Gréce aux croissances comparées, si x € [0, 1[ lim f, (x) = 0.
n >+

Comme Vn € N f, (1) = 0, on a convergence simple de la suite (f,), vers f: [0,1] - R

x—0
L’étude des variations de f, sur [0, 1] donne:
1 -(n+1) - +1)In(l+ 1/n)
Vn € N* sup |fn(x)|=(1+—) =e
[0,1] n
-1
Cette quantité tendant vers e # 0, la convergence uniforme est infirmée.
On considere la série entiere de terme général u,(x) = 1 ¥+ 2 (n € N¥).
nn+ 1DHR2n+1)
OnaVn € N* Vx € [-1,1] |u,(x)| < 1 1

n(n+ D2n+ 1) 4= 23
Il y a aussi convergence normale, donc uniforme sur [-1, 1].
On déduit que f: [-1,1] - R
X+ Z u,(x)
n=1

est continue sur [-1, 1].
Vient alors: f(1) = }iml f).

x<1

<1 1 4
Vx € 1 - = _ T \,2n+2
* €10 10 () n;(n+n+1 el )

2n+ 1

done Vx € [0, 1] fo) =22 > L L @)t
=1 N -1 n+ 1 n=1 20 + 1

Ainsi Vx € [0, 1] f(x) = —x*In(1- x*) + (=x* - In(1- x?)) - 4x (Argth x - X).

Vx € [0, 1[ f(x) == (1 + 2x + x%) In(1+ x) = (1 = 2x + x?) In(1- x) + 3x2.

On obtient aisément lim f(x) = 3 — 4In2.
X1
x<1

S =3 - 4In2.

D’apres 1’égalité de Bezout (condition nécessaire): 3 (U, V) € (K[X])*AU + BV = 1.
AU+BV=1¢gs%critAU+(S-A)V=10u(S-B)U+BV-=1.

Ainsi (U-V)A=1-VSet(V-U)B=1-US.

On multiplie membre 2 membre — (U - V)?P =1 - (U +V - UVS)S
ou(U+V-UVS)S + (- (U-V)»P=1.

On termine avec 1’égalité de Bezout (condition suffisante).

S et P sont premiers entre eux.

On considere ¢ = f " Le théoreme de rang donne: dim E' = dim Ker ¢ + dim Im ¢ ou
dim E' = dim (Ker f N E') + dim f(E").

Or dim (Ker f+ E’) = dim Ker f + dim E' — dim (Ker f N E’),

donc dim E' = - dim (Ker f + E') + dim Ker f + dim E’ + dim f(E')

ou dim f(E') + dim Ker f = dim (Kerf + E').

—
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Les colonnes du déterminant sont C,, C, et C;. On a det (C,, C,, C;) = det (C|, C,+ C,, C)).
Avec Yu € R cos u = 2cos? % - 1,ona:

1 cos2a1/2 tan o, /2
det (C,,C,,Cy)=2|1 cos’a/2  tan a2
1 cos2a3/2 tan o/2 |.

En soustrayant la seconde colonne a la premiere, on a:

sino;, /2 cos’a,/2 tan o, /2
det (C;,C,,Cy) =2|sin’a/2  cos’a,/2  tan a,/2
sinay/2 cos’ay/2 tan a,/2 |.

Le développement suivant la derniére colonne donne pour premier terme :
2tan /2 (sin2a2/2 cosza3/2 - cosza2/2 sin2a3/2), soit

2tan %L (sin Gt &t gip B~ % ) =2tan %L cos L sin 2= KR (0 + oy + az=m)
2 2

ou enfin 2sin %L sin %2~ % = 2gin D2~ % cos L+ D _in o, - sin .

Le déterminant vaut: sin a, — sin o; — (sin @, - sin a;) + sin ¢, — sin @, a savoir 0.

Trivialement si E' C E” ou E” C E" alors E' U E” est un sous-espace vectoriel de E.
Regardons si la condition est nécessaire en montrant que (E' € E” et E” € E’) conduit a une
absurdité.

Onaurait: Aa€E eta§ E)et(AbEE" etb&E E),a €EE UE",b € E UE" donc
(structure d’ev) a+b € E' U E".

Sia+b€FE alorsAcEE a+b=cdonch=c-a€&FE,cequiest absurde;

le cas a + b € E” se traite de la méme maniere.

&=

Soit (§): (z-1D)'"=-(z+ D"
Clairement 1 n’est pas solution.

ezl = z#1 1
(Z+1)"= 1 3k E {0, n— 1} L5 = gl Ak
z+1 z+1
e (271 _ A
{ Jke {0’ n— 1} Z(l _ et(n/n+2kn/n))= _ (1 + ez(n/n+2kn/n)).

On vérifie que /7" *+ 2k £ _ 1

Ainsi (§) < (7 #1

_ 1+e

i(7/n + 2kin)

Sachant que VOE R 1 + =12 cos g e9%et 1 - 9= -2i sin 0 €97 il vient:

o= {—i cotan (2—]; + I;—J)T) / ke {0,...n- l}}.

—
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On pose U = (u,....,u,). On a A = 'UU. Ainsi A? = "UU 'UU = (Zuf) 'UU="UU=A.
i=1

De plus (2A - I)?= 4A% - 4A + I. Donc (2A - I)>=1, donc S?=1.
S comme A étant symmétrique, S’S = I donc S est orthogonale.

! !

, . . ~ AA" _AA
On note A’ le pied de la hauteur issue de A. On atan B = —B N tan C = CA'

donc

E

BA’ x tan B = CA’ x tan C.
Comme A’ appartient a  [B, C], on a: tan B.BA +tanC-CA' =0.
Ainsi A’ = bar ((B, tan B) (C, tan C))
On obtient de méme B’ = bar ((A, tan A); (C, tan C)) et C' = bar ((A, tan A); (B, tan B)) en
notant B" et C' les hauteurs des pieds des hauteurs de B et C.
Soit H' = bar ((A, tan K); (B, tan ﬁ); (C, tan 6)). L’associativité du barycentre donne
= bar ((A, tan K); (A’, tan B+ tan 6)) et donc H' appartient a (AA'); de méme H' appar-
tient a (BB') et (CC').
=H, CQFD.




