énoncé 3

A toute suite (uy)nen croissante d'entiers supérieurs ou égaux a 2
on associe un réel, la somme de la série (vn)nen définie par :

n-l1

1
Vo = — et pour toutn21,v, =
Z/lO un

Par exemple, a la suite (3,4, 8, 8,8, ...)
(up = 3, u; = 4 et u, = 8 pour tout n2 2) on associe :

1 1 1 1 1
X+ — + — + + +...= -
312 96 96x8  96x8”

Soit £ la fonction qui, au réel x associé a la suite (Up)nen,

fait correspondre le réel y = £ (x) associé a la suite (1 + up)nen.
3 1 1 1 1 1 49

Par exemple, f(7) 7 Y20 T80 T i80x9 ' i80x9” T T {60

4 2
associé a la suite (4,5,9,9,9, ...)

Montrer que la fonction f admet
un point anguleux en tout nombre rationnel.

Solution
— 1 " / . .
Tout d'abord, comme Vn = ———=| —| | la série (v,) converge bien
ugu,..u, \u,
7/ . . 1 < x < 1 . .
vers x vérifiant : T T o Pour construire (u,) connaissant x, donc
1
Uo = [7 1 et vo= — . on utilise la suite (x,) définie par les relations de
0

récurrence : X, = Xp.q = V.1, O

xn—l Vn—l
P . A \)n = .
H et bien sir —— On a bien pour

n

tout n @ vo+ vi+ ..+ V,+ Xy = X, mais encore faut-il prouver que x, est
toujours positif et tend vers O, et que la suite (v,) est croissante. Or



e Vg _ X0 _ V. g el :
peut s'écrire : ~—= =< Z_+1  L'inégalité de droite donne :

\Z X v

n n n

X
_ n-1
un =
xn

Vo(Xn-1 = Xp) < XqVpo1, d'OU 5 Xpeq = X, - v, > O, et celle de gauche : v,_1x, = V-1V

< XpiVp = VptVn, SOt ¢ U, = =u, . En outfre, on prouve par

Vua

n—

Vn_ ' ’ '
<x,s —11 donc d'une part x, tend vers zéro, d'autre

récurrence que :

n ul’l
part, si les suites (u,) et (uy) different au rang g avec u, > ug, alors
v

'

q-1 ' ' vt/—l
X<SVo+o.+v,  + =Vt L+
1

u, 1 u',

<x' : si lI'on ordonne les suites (u,)

par l'ordre alphabétique, I'application qui a x associe (u,) est strictement
1
décroissante, et la fonction f, bijective de ]0, 1] dans ]O, 2—], est strictement

croissante donc continue.

xn
Si x est rationnel, tous les x, sont rationnels et : < 51+u —

n n

est au moins égal & 1 . Mais comme

X
prouve que le dénominateur de y

n

X xn—l ’ . ’ A .
_=un( —1) , ce dénominateur ne peut que décroitre : (u,), croissante et

bornée, est donc constante a partir d'un certain rang. Réciproquement, si (uy,)

Vn—l
\ . x —
est constante a partir du rang p, pour tout n > p, ¥ T donc x est

rationnel. L'image y = f(x) d'un rationnel est donc un rationnel. En outre, si

(un) associée a x est constante a partir du rang p, pour fout k> u, - 2, la
X
. . N ' + p .
suite associée @ * =T — est i (wp, .. Upg, Uy - 1, k¢l K+l L), car

v

' ' VP = yP

X
Yp= Vet — et vz x,. On en déduit que f(x+ kp_)_erlTk_: comme f est

: , . k)=""50 .
croissante, f'est dérivable a droite avec +/= — " . A gauche, pour fout i
P

>1,la suite : v =u,si n<p+i,uy=u,+1si n2p+ i estassociée a

X"=x— Xp x —x" = Vprioi _V p+i-1 v _ VY ,
—, CAr T T pi - ~—— , avec 'r+-1 - ——_ Il en résulte
u, up 1 u » u,




xP yP R4 N
que f|x-——|=y- —  fadmet une dérivée a gauche nulle, donc un
u, ‘l+ u, ’

point anguleux en tout rationnel.



